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1 Einleitung

Die vorliegende Bachelorarbeit ist eine Ausarbeitung des Artikels Structure and parametrization of pe-
riodic linear systems von Uwe Helmke und Erik I. Verriest iiber grundlegende Struktureigenschaften
periodischer, zeitlich diskreter Input-Systeme und Feedback-Kontrollsysteme. Solche Systeme finden bei
der Modellierung periodischer Prozesse Anwendung. Der Artikel wurde 1996 zum ersten Mal unter dem
selben Namen veroffentlicht und 2011 iiberarbeitet.

Uwe Helmke war Professor fiir Mathematik an der Julius-Maximilians-Universitit in Wiirzburg und
hat in verschiedenen Bereichen der Kontrolltheorie gewirkt. Unter anderem verfasste er in Zusammenar-
beit mit John B. Moore das Werk Optimization and Dynamical Systems (siehe [6]).

Erik I. Verriest ist Professor an der Georgia Tech School of Electrical and Computer Engineering und
befasst sich neben Telekommunikation und Bioengineering ebenfalls mit mathematischen Systemen und
Kontrolltheorie (siehe [7]).

In ihrem Artikel untersuchen die Autoren Systeme der Form

xk-&-l:Ak'l'k"'Bk'Uk, ke,

mit periodischen Matrizen Ay und By. Dies erfordert eine angepasste Definition des klassischen Erreich-
barkeitsbegriffs aus [2], die wir in Kapitel 2 formulieren und untersuchen werden. Die Transformation
des Zustandsraums solcher Systeme fiihrt auf Probleme wie Invarianz, geometrische Darstellung und dem
Aufstellen von Normalformen. In Kapitel 3 werden wir den Begriff der Transformation formalisieren und
in Kapitel 4 geometrische Aspekte festhalten. In Kapitel [5] wird zum Abschluss die Normalform fiir
erreichbare Systeme als Invariante definiert.

Die grundlegende Idee besteht darin, das System in der obigen Gestalt mit zeitinvarianten Systemen zu
assoziieren. Fiir den Beweis der Hauptresultate dieser Arbeit ist dies von groflem Nutzen. Unter Anderem
werden wir eine Kalman-Zerlegung fiir N-periodische Systeme einfiihren, zeigen dass Transformationen
des Zustandsraums eine freie Gruppenoperation mit einer Untermannigfaltigkeit als Graph sind, und
einen Satz tiber die allgemeine Kalman-Einbettung beweisen, die die Vertreter periodischer Systeme mit
Elementen einer Grassmann-Mannigfaltigkeit identifiziert. Des Weiteren werden wir eine Normalform
erreichbarer Systeme unter Ahnlichkeitstransformationen fiir den Single-Input-Case (siehe [2]) aufstellen.

Notationen

N ist die Menge der natiirlichen Zahlen, beginnend bei 1.

Ny ist die Menge der natiirlichen Zahlen, beginnend bei 0.

Fiir eine Liste oder Menge M ist |M| die Kardinalitdt beziehungsweise Anzahl der Eintrage von M.
FirneNist n:={0,...,n—1} und m:={1, ..., n}.

Fir n, i € Nist e; € N der i-te Standardbasisvektor und E,, € Ny*" die Einheitsmatrix.

Fiir einen Korper K und eine natiirliche Zahl n ist Gl,(K) die Gruppe der invertierbaren n x n Matrizen.
Fiir eine Menge M ist B(M) die Potenzmenge von M.



2 Erreichbarkeit

In diesem Kapitel werden wir grundlegende Eigenschaften periodischer Systeme untersuchen. Insbeson-
dere geht es um Kriterien fiir Erreichbarkeit. Hierzu fithren wir zeitinvariante Systeme ein und erhalten
letztendlich eine Erweiterung der bekannten Kalman-Zerlegung.

FEin zeitlich diskretes, N-periodisches, dynamisches System {iber einem beliebigen Korper K ist gegeben
durch

Tpy1 = Ak - xp + By - ug.
Hierbei bezeichnet man
e mit k € Z die Phase des Systems,
e mit x € K™ den Systemzustand,
e mit xp 1 € K™+t das Ausgangssignal bzw. den Output und
e mit uy € K™k das frei wihlbare Eingangssignal bzw. den Input.
Des Weiteren sind die Matrizen

A € K™+1Xm und By, € KM X

N-periodisch mit A;4;.n := A; und Bjy;.n := B; fiir j € N und i € Z.
Das periodische System ist also vollstdndig durch diese Matrizen beschrieben und wird daher auch
mit

(Ag, Br)n = ((Ah Bi), ..., (AN, BN))
abgekiirzt.

Die Eigenschaft solcher Systeme, an der man in der Kontrolltheorie zunéchst interessiert ist, ist die
Erreichbarkeit oder Steuerbarkeit. Diese Eigenschaft stellt die Moglichkeit dar, jeden Systemzustand
durch frei wahlbare Eingangssignale nach Belieben zu veréandern und jedes gewiinschte Ausgangssignal
Zu generieren.

Ein Ausgangssignal x;4; und ein Zustand x; mit ¢ < j konnen durch die Systemmatrizen folgender-
maflen verkniipft werden:

Tjpr = Aj- x5+ Bj-u;
= A (Ajo1 -z + Bjoa - uja) + By - uy
_ (1)

T

Wir sagen auch ,z; ist nach x;,1 steuerbar“ beziehungsweise ,z;41 ist von z; aus erreichbar®

Definition 1. Erreichbarkeit

1. Sei j € Z. Das periodische System heifit ,,zur Phase j erreichbar® , wenn ein i < j existiert, sodass
jedes Ausgangssignal x;4+; € K™+! von jedem urspriinglichen Zustand x; € K™ durch geeignete
Eingangssignale u;, ..., u; erreicht werden kann.

2. Das System heifit ,erreichbar“, wenn es zu jeder Phase erreichbar ist.



Die zusammengesetzten Matrizen, welche in der obigen Rechnung (1) auftreten sind im Folgenden sehr
niitzlich fiir Untersuchungen der Erreichbarkeit, Zeitinvarianz und Transformationen. Daher definieren
wir firi <j€eZ

A[j+1,i] = Aj A

und
R = <Bj|Aj “Bj_q| Ay A -B,-).
Die Matrix
R = <Bj|Aj~Bj1|~--|Aj : ...~AjN+2~BjN+1...)

mit unendlich vielen Spalten heifit j-te ,Erreichbarkeitsmatrix“ oder ,Kalman-Matrix* des Systems.
Betrachtet man nur die ersten, endlich vielen |j — i| + 1 Blocke dieser Matrix, so ergibt sich grade die
Matrix R[],z]

Wir halten hilfreiche Rechenregeln fiir diese Definitionen fest.

Bemerkung 2. Sei ¢ < j. Dann gilt

e fur die Produkte der A-Matrizen

AVENA = Ap Ny Ay Ay A
— AU+N.G] . Al

und

A[j’i_N] :A'—l'~--'Ai'Ai—1'-~-'Ai—N

J

= Al gl =N
e sowie fur die R-Matrizen

Rijyn,i = <Bj+N| o Ajen - Ajra s Bin

AJ+NA]+IB]| |AJ+NAZ+1BZ>
= (R[jJr]wH]7 AU+N+1L,+1] 'R[j,i])»
und unter der Voraussetzung 1 < k < j

Ry = (RU, ppa]y AVTLEH -R[kvﬂ)'

Neben der Erreichbarkeit sind wir aulerdem an der Konstruktion zeitinvarianter Systeme interessiert.
Da die Matrizen Ay, By jeweils von der Phase k € Z des Systems abhéngen, ist das periodische System
nicht zeitinvariant. Wir betrachten zwei Ansétze fiir solche Systeme.



Definition 3. zeitinvariante Systeme

1. Monodromie-Systeme: Aus der obigen Rechnung ist die Definition von N zeitinvarianten Systemen

motiviert. Fiir festes 1 < j < N betrachten wir
Y1 =Ly -yp + G - v, mit k € Z,
beziehungsweise kurz (Fj, G;), mit
Fj:= AV*¥9lund Gj = Ry -

Somit ist F; € K™ *™ quadratisch und alle Systemzusténde y;,, Ausgangssignale y41 sowie alle
Eingangssignale vy, liegen unabhingig von der Phase im Raum K™.

Die Matrix G; beschreibt hier die Steuerung von z; zu x;4y mit geeigneten Inputs.
(F}, G;) wird im Folgenden als ,Monodromie-System zur Phase j* und Fj als ,Monodromie-

Matrix* bezeichnet.

. erweiterte Systeme: Ein alternativer Ansatz zur Definition eines zeitinvarianten Systems besteht
darin, die Matrizen Ay und Bj jeweils in einer Matrix zusammenzufassen. Hierzu sei

N N
Ne 1= Z n, und me = Z mp
k=1 k=1

sowie
0 - 0 An
A 0 0
A, = ) . € KMeX e
0 Ay_1 O
und
By 0
By
B, = ) € KexMe,
0 Bn_1

Damit ist ein zeitinvariantes System definiert durch
2pr1 = Ae - 21 + Be - wy mit k € Z,

wobei y, € K™ der neue Systemzustand und v, € K™ der entsprechende Input ist. Wir bezeichnen
(Ae, B.) als ,erweitertes System®.

Bemerkung 4. Die Systemmatrizen F; und A, der zeitinvarianten Systeme sind quadratisch. Dann sind
die Kalman-Matrizen gegeben durch

B = (Gl G| EP 6y ) e

R, = (Be|Ae-Be[---|Ach~Be> € Knex(neme),



Im Gegensatz zum periodischen Systeme ist es hier leicht einzusehen, dass diese als Matrizen mit endlich
vielen Spalten gewahlt werden kénnen. Da sich F’ ;’j beziehungsweise AZ¢ mit Hilfe des Satzes von Cayley-
Hamilton darstellen lassen als

nj—1 ne—1
F'= % ap-Ff und A= > by AF
k=0 k=0

fiir geeignete a, by € K, sind alle Spalten von R; beziehungsweise R, zu den Vektoren der ersten n;
beziehungsweise n. Blocke linear abhéngig. Wir verzichten daher auf die Schreibweise mit unendlich vielen
Spalten.

Die Frage nach der Erreichbarkeit des periodischen Systems ldsst sich durch die Untersuchung der
obigen Systeme beantworten. Die Suche nach einem solchen dquivalenten zeitinvarianten System ist Auf-
gabe der Floquet-Theorie. Das Vorgehen fiir homogene, kontinuierliche Systeme ist in [4] beschrieben.
Fiir die geometrische Untersuchung und Definition einer Normalform im diskreten Fall gentigen aber die
obigen Anséitze.

Satz 5. Aquivalenzen fiir Erreichbarkeit

1. Sei j € Z. Das N-periodische System (Ay, Bi)n ist genau dann zur Phase j erreichbar, wenn
ein i < j existiert, sodass die Matrix R[; ;) vollen Zeilenrang hat. Dieses Kriterium wird auch
,Erreichbarkeitskriterium® genannt.

2. Das N-periodische System (A, By)y ist genau dann erreichbar, wenn fiir jedes 7 € N das Monodromie-
System (F}, G;) erreichbar ist.

3. Das N-periodische System (A, Bi)ny ist genau dann erreichbar, wenn das erweiterte System
(A., B.) erreichbar ist.

Beweis.
1. Sei i € N fest. Die Matrix Ryj q hat njy1 Zeilen. Der gewtinschte Rang dieser Matrix ist fiir
erreichbare Systeme demnach n;4;.

Die Aussage ,,<=“ folgt mit Gleichung (1). Hat Rj; ; vollen Zeilenrang 11, dann ist die Dimension
des Spaltenraums ebenfalls ;41 und die Spalten erzeugen den gesamten Raum K"+, in dem das
Ausgangssignal x;; liegt.

Fiir ,=* nehmen wir an, dass ein v € K"+1 existiert, welches nicht im Bild von R; ; liegt. Dann
hat R[; 4 nicht vollen Zeilenrang. Wir wéihlen

Tjy1 =0V — A[j+1’i] c L.
Damit x; nach x;41 steuerbar ist, miissten nach Gleichung (1) Inputs u,, ..., u; existieren, mit
v =R - (uJT, ...ulT. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme, dass v nicht im Bild von Ry 4

ist. Per Kontraposition wére das System nicht zur Phase j erreichbar.

Aquivalent hierzu ist, dass die Kalman-Matrix R7° vollen Rang hat, da es sich bei den Matrizen
Ry;, 7 um Abschnitte handelt.

2. Wir betrachten die Kalman-Matrix des Monodromie-Systems zur Phase j. Diese ist laut Bemerkung
4 gegeben durch

Rj = <Gj|Fj'Gj|"‘|Ffjl'Gj>~

Sei also (Ay, Bi)n zur Phase j € Z erreichbar. Aquivalent hierzu ist nach dem Erreichbarkeitskri-
terium, dass die Kalman-Matrix R7° vollen Zeilenrang n;1; hat. Es gilt

RJO'O:<Gj|Fj'Gj|Fj2'Gj|“'>-



Nach dem Satz von Cayley-Hamilton hat diese Matrix genau dann vollen Zeilenrang, wenn I2; vollen
Zeilenrang hat. Dies ist laut Erreichbarkeitskriterium dazu dquivalent, dass (F};, G;) erreichbar ist.

. Sel Mgz = max{ni, ..., ny} und Ny, = min{ny, ..., ny} sowie nge : = N * Nypaz > Ne. Die
Kalman-Matrix des erweiterten Systems ist nach Bemerkung 4 gegeben durch

R. = (Be|Ae ‘B AT Be> € Knex(neme),
Wir fiithren aulerdem die ,umfassenden Kalman-Matrizen“ fiir die Monodromie-Systeme
R; = (Gj|Fj C Gyl | Fpmeet Gj>
und fiir das erweiterte System
Rye = (Be|Ae-Be|~-~|A:;se—1 -Be) € KX (nseme)

ein. Dann ist

BN 0 0 AN'BN—l
By Ay - By 0
Rse = .

By AN-1-Bn_2 0
Durch Umsortieren der Spalten bringen wir R, auf Blockdiagonalgestalt

By - Albl-nsetll. g 0
Rgee — .
0 By_q - Al By

Ry

Folglich hat die Matrix R, genau dann vollen Zeilenrang, wenn alle umfassenden Kalman-Matrizen
der Monodromie-Systeme vollen Zeilenrang haben. Dariiber hinaus gilt mit Bemerkung 4

rg(Rse) = 1g(Re) und rg(R;) =rg(R;).

Die Spaltenvektoren der letzten n,,q., — n; Blocke von Ej sind linear abhingig zu denen in den
ersten n; Blocken. Fiir Ry, gilt die analoge Aussage.

Schlussendlich folgern wir, dass R. genau dann vollen Spaltenrang hat, wenn die R; vollen Spalten-
rang haben. Somit ist das erweiterte System genau dann erreichbar, wenn die Monodromie-Systeme
erreichbar sind.

O



Bemerkung 6. Wie im Beweis des Satzes erwihnt wurde, hat Rj;; genau njyq Zeilen. Damit das
System zur Phase j erreichbar ist, muss ein i existieren, sodass Rj; ; mindestens n;; linear unabhingige
Spalten besitzt. Betrachten wir beispielsweise N = 2, n; = mj; = mo = 1 und ne = 3, so gilt

A €eK3 Ay e K3, By €K3 und B, € K.
Dann ist

Rj’O:(Bl,A1~B2, A1~A2~B1,...)

eine Matrix mit 3 Zeilen. Zudem liegt jede Spalte aufer der ersten im Bild von A;. Da A; € K3 liegt, ist
das Bild eindimensional und R{® hat hochstens Rang 2 < 3. Somit ist dieses System nicht zur Phase 1
erreichbar.

Wir haben im Beweis von Satz 5 die umfassenden Kalman-Matrizen der zeitinvarianten Systeme
eingefiihrt. Der Nutzen dieser Matrizen ist ein rein zweckméfiger fir diesen und die folgenden Bewei-
se. Praktisch geniigt es die normalen Kalman-Matrizen zu betrachten. Das folgende Beispiel dient zur
Tllustration der GroBlenordnung dieser Matrizen.

Beispiel 7. (siehe [1]) Sei K = R. Wir betrachten ein System der Form N =3, ny = 1, ng = ng = 2 und
m:=mq = ms = m3 = 1 mit Matrizen

Alz((f), AQZ((l) (1’) As=(1 0)
n- (). 51 (0). mem

Dann ist die Kalman-Matrix des jeweiligen Monodromie-Systems gegeben durch

und

Ri=(Gi)=(0 0 1)

und

100000 010000
RQ‘(GQ’FQ'GQ)_<0 0010 o)’ R3_(G3’F3'G3)_<o 00 0 1 o)’

Da alle Matrizen vollen Rang haben, ist das System (Ay, By)s laut Satz 5 zu jeder Phase erreichbar. Die
umfassenden Kalman-Matrizen sind

Ri=(0 0 1 0 0 0), Ro=Ry, R3=Rj.

Das erweiterte Systeme hat die Dimensionen n. = 5, nge = N - Ny = 6 und m, = 3. Die Matrizen sind
gegeben durch

Ac= |1 und B, = 0
10 0
0 1

Somit ist die Kalman-Matrix des erweiterten Systems

R, = (Be7 Ag - B, ..., Ai'Be) c K515



und die umfassende Kalman-Matrix
Ry = (Be, Ay Be, ..., A% Be) e K5X18,

Hieran wird deutlich, dass praktische Aufgaben sehr schnell numerisch anspruchsvoll werden kénnen. Wir
haben im Beweis von Satz 5 gesehen, dass sich R, durch Spaltenpermutationen auf Blockdiagonalge-
stalt mit Blocken R; iiberfiihren lisst. Daher sind die beiden Methoden beziiglich des Rechenaufwands
gleichwertig.

Wir fithren nun Transformationen des Zustandsraums ein. Hiermit sind invertierbare Matrizen ge-
meint, die das periodische System in eine, beziiglich des Zustandsraums, dquivalente Form iiberfithren.
Im Folgenden sei ein zu (A, Bi)n dquivalentes N-periodisches System gegeben durch

(Ay, Bi)n := (Ski1 - Ag - Sy, Sk - Br)w

mit Matrizen Sy € Gl,,, (K). Das Tupel (S1, ..., Sn) bezeichnen wir auch als ,, N-periodische Ahnlicﬁkeits—
Transformation des Zustandsraums“. Analog zu den Matrizen Aj gelte hier S, n := S; fiir j € N und
1€ 2.

Dariiber hinaus lassen sich solche Transformationen auch auf das erweiterte System tibertragen. Dazu
sei S. € Gl,, (K). Eine Transformation des erweiterten Systems ist dann gegeben durch

(Ae, B.) := (Sc - Ae - 871, S - Be).

Der Begriff ,Ahnlichkeit“ ist hierbei eine Ubertragung aus dem Fall N = 1 und zunéchst irrefiih-
rend. Die Systemmatrizen Ay sind im Allgemeinen nicht quadratisch und somit nicht dhnlich zu anderen
Matrizen. Zudem stimmen Si; und Sy nicht iiberein. Betrachtet man das Mondromie-System, so gilt
fiir die Monodromie-Matrizen zweier dhnlicher N-periodischer Systeme (Ay, Br)ny und (flk, Bk) N mit
Transformation (S, ..., Sn)

Fyo=Apino1-... Ay
= Sean  ApiN-1 - Spin1 e Skr1 s A St
=Sk Agan_1eo Ap- St
=Sy Fy-S; 1.

Dann sind die Monodromie-Matrizen im Sinne des klassischen Begriffs tatséachlich dhnlich. Aufierdem gilt
fiir die Kalman-Matrizen

Ry, = Sj, - Ry.
Hier macht sich die geeignete Definition der Monodromie-Systeme aus 3 bemerkbar.

Die Untersuchung von Invarianten des periodischen Systems unter Ahnlichkeitstransformationen kann
durch Betrachtung der zeitinvarianten Systeme erfolgen. Dies motiviert den folgenden Satz.

Satz 8. Sei (Ac, Be) ein erreichbares erweitertes System wie in Definition 3.
Dann ist auch das durch Transformation S, € Gl,,_(K) entstandene System (A, B.) genau dann von der
Form aus Definition 3, wenn S, die Blockdiagonalgestalt

S1 0
Se = € Gl,, (K)
0 SN
fiir invertierbare Matrizen S; € GL,,(K), i € N, hat. Insbesondere ist dann (Sy, ..., Sy) eine N-

periodische Transformation fiir das zu (A., B.) gehorige N-periodische System.



Beweis. Hat S, die obige Blockdiagonalgestalt, so folgt durch Nachrechnen, dass

0 0 Si-An - Syt
Sy Ay - STt 0
S.-A.-S;t = _ )
Sn-An_1-Syt, 0
und
Sl . BN
S, B, =
SN - Bn-1

von der gewiinschten Form sind. Somit folgt die Aussage ,,<=“ Die Eintrdge bilden das periodische Sy-
stem, welches aus (Ag, Bg)n durch Transformation mit (Si, ..., Sy) entsteht.

Es bleibt also die Aussage ,=“ zu zeigen. Seien nun S, - A, - S;'! und S, - B. von der gewiinschten
Gestalt sowie R;. und R, die umfassenden Kalman-Matrizen der entsprechenden erweiterten Systeme.
Dann gilt

Des Weiteren bezeichnen ﬁj und Ej die umfassenden Kalman-Matrizen der zugehorigen Monodromie-

Systeme. Aus dem Beweis des vorherigen Satzes existieren invertierbare Permutationsmatrizen P, Pe
Gl,, (K) mit

o i)
R = P und R, = . P.

—_— A

Ry EN

Da fiir diese Form nur Spaltenvertausc}}ungAen durchzufithren sind, werden P und P von rechts I}lultipli—
ziert. Auflerdem haben (A., B.) und (A., B.) per Annahme dieselbe Gestalt. Folglich ist P = P und es
gilt

S-Re-P=Ry P
Wir multiplizieren von rechts mit P~! und erhalten
R By
S, - -

Nach Voraussetzung sind die periodischen Systeme erreichbar. Laut Erreichbarkeitskriterium haben die
umfassenden Kalman-Matrizen daher vollen Zeilenrang und wir kénnen folgern, dass S Blockdiagonalge-
stalt hat. O

10



Zum Abschluss dieses Kapitels widmen wir uns der Kalman-Zerlegung des periodischen Systems. Ist
dieses nicht erreichbar, so kann man zeigen, dass es zumindest ein erreichbares ,, Teilsystem* gibt. Fiir den
Beweis sowie in Kapitel 5 tiber die Normalform wird folgende Strukturformel iiber die Kalman-Matrix

verwendet.

Lemma 9. Sei 1 < k < N. Dann gilt

(Bk, Ak Rk) = (Ek_._l, F,Z,l_;_nlaz Bk)
Beweis. Zunéchst mache man sich klar, dass Ay, - F, = Fy41 - Ay gilt. Insbesondere folgt fiir alle Potenzen
Ay - Fl=F! 41+ Ak Durch geeignete Wahl der Blécke innerhalb der Kalman-Matrizen folgt

(By, Ay - Ry,)

:<Bk’Ak “Br1, o Agc Agor o AN 'Bk—N’

Fey1-Ag - B—1, -+ Fryr - Ag - Ap—1 -+ - Ap-Nt1 - Bk—N‘

Nmaz —1 Nmaz —1
""Fk+1 'Ak'Bk7""Fk+1 'Ak'~~-'AkN+1'BkN>

=<Bk, Ap - By—1, - | Ak - Ag—1- ... - Apy—n+1 - Bo—n, Frq1 - A - Br—1, ‘
Fiy1-Ap-Ap_1-...- Ap_ny1 - Br—n, ...‘...‘F:rlafl.Bk’ F;?;”f“”*l'z‘lk-Bk, ‘

Nomaz—1
Flmy A ANt BkN)

= <Bk7 Ay - Bg_1, - ‘Fk-i-l “Br_N, Fyy1-Ag - B_1, -+ ‘
Fit1 - Fiet1- Be—n, - ‘ ‘Fzzlfffl - By, Fiippe=t - Ay By, - ‘

Fimee = Fryq - BkN)
= (Gk+1‘Fk+1 'Gk+1‘F1§+1 'Gm‘ e ‘F,ﬁ"f”*l : Gk+1‘F,fff’” ~Bk_N>
= (Riy1, Firpe - By).

Wir kommen nun zur Kalman-Zerlegung.

11



Satz 10. Kalman-Zerlegung

Sei (Ag, Bx)n ein N-periodisches System und 7, := rang(Rj) der Rang der Kalman-Matrix des zu-
gehorigen Monodromie-Systems zur Phase k € N. Dann existieren Ahnlichkeitstransformationen des
Zustandsraums, sodass das System dquivalent ist zu (flk, Bk) N mit

N (k) (k) . (k)
Ak = Al A%k) und Bk = <Bl > .
0 Ay 0

Dabei sind Agk) € K"e+1X"s und ng) € Kre+1xmr g0 dass das N-periodische System (A(lk), B%k))N
erreichbar ist.

Beweis. Wir betrachten die Kalman-Matrix Ry des Monodromie-Systems zur Phase k. Dann hat Ry
genau ny Zeilen und der Spaltenraum ist ein rp-dimensionaler Untervektorraum von K™,
Es existiert also eine invertierbare Matrix Sy € Gl,, (K), sodass Sk, - Ry, in strikter Zeilenstufenform

vorliegt und es gilt
. . E,
Sk - Bild(Ry) = B11d< ( Ok) >

Mit der Definition dieser Sy, fiir K € N definieren wir das periodische System (flk, Ek) ~, welches durch
Transformation mit diesen Sj aus dem urspriinglichen System entsteht. Wir benutzen Lemma 9und
folgern

Bild([Bk, Ay - Rk]> = Bild(RkH).
Fir ng41 < Mypag ist dies eine direkte Folgerung aus Lemma 9 und fiir ngy1 = nNmee benutzen wir
den Satz von Cayley-Hamilton, mit dessen Hilfe wir F'7"* durch Potenzen von Fj; € K™+1>X"k+1 mit

kleinerem Exponenten ausdriicken kénnen.
Ubertragen auf die Kalman-Matrix des transformierten zugehérigen Monodromie-Systems ergibt sich

Bild(Ry41) = Bild<[Bk, Ay - Rk]>
= Bild(By) + A - Bild(Ry)
sowie

Bild(Ry) = Bild(S}, - Ry)
= S - Bild(Ry).

Bild( (ET(;H) ) = Bild(By,) + Ay - Bild< (EO) ) (2)

v+ Ak; -w E Bild< (ETOICH) ) fir alle v € Bﬂd(Ek) und w Bﬂd( (Eak) >

Fiir die Wahl w = 0 muss By von der Form

Insgesamt erhalten wir

bzw.

12



mit ng) € K+ und fiir die Wahl v = 0 muss Ay von der Form

k k
Ay = <A5 | A%ﬁ)
0 Ay
mit Agk) € K"++1X"k gein.

Es bleibt zu zeigen, dass die Kalman-Matrizen ng) der Monodromie-Systeme von (Agk), B%k)) ~ vollen
Zeilenrang haben. Hierzu betrachten wir zunichst das Produkt zweier Matrizen der obigen Form Agk)
und B§k). Es gilt

k k—1 k—2 k k—1 k—2
ey (AT Y (B (A

und iterativ fortgesetzt fiir die Kalman-Matrix

) k)
By = (R(l) ) .

Dann haben Ry und ng) den selben Rang 7. Da ng) ri Zeilen besitzt, hat ng) vollen Zeilenrang und
das periodische System (Agk), Bik)) N ist erreichbar, was zu zeigen war. O

Beispiel 11. (siche [2]) Wir betrachten den Fall N =1, n =2 und m = 1 sowie Matrizen

A (1 0) wa 5o (1)

Dann ist die Kalman-Matrix des zeitinvarianten Systems (A, B) gegeben durch

()

und hat Rang 1. Folglich ist das System nicht erreichbar. Fiir die Wahl

(1 0 . 1 _ (1 0
S = (_1 1) und somit S —(1 1)

’.,1710 .71
S-A-S <0 0) undSB<O),

wobei das System (Agl), B§1)) := (1, 1) erreichbar ist, da Bgl) nicht null und somit invertierbar ist.

gilt

Bemerkung 12. Der Beweis von Satz 10 ist konstruktiv. Die invertierbare Matrix S; geht aus dem
GauB-Algorithmus fiir die Kalman-Matrix Ry hervor, mit dessen Hilfe Ry auf strikte Zeilenstufenform
gebracht wird. Wenn beipielsweise ein 2-periodisches System mit n; = no = 2 und m; = mo = 1 existiert,
dessen zugehorige Kalman-Matrizen der beiden Monodromie-Systeme die Form

1000
R1_<0220)

1010
RQ‘<1010)

13
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haben, so ist das System nicht erreichbar, da R Rang 1 hat. Mit

1 0
1 0
Sl = (0 ;) und SQ = (_1 1)

sind geeignete Transformationen des Zustandsraums gegeben, sodass S;-R; fur i € {1, 2} Zeilenstufenform
hat. Wir werden den Fall, dass die Matrizen By Spaltenvektoren sind, in Kapitel 5 ndher untersuchen.
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3 Vertretersystem fiir Ahnlichkeitstransformationen

In diesem Kapitel konzentrieren wir uns auf die Untersuchung der Ahnlichkeits-Transformationen des
Zustandsraums. Fiir ein N-periodisches System (Ay, By)n definieren wir die Index-Tupel

= (ng, ..., ny) und ™ = (my, ..., my).
Zunichst betrachten wir den K-Vektorraum aller N-periodischen Systeme

TN(ﬁ}7 ﬁi) = {(A]€7 Bk:)N

— Rrex(nmitmi) o o RON1X(nN+mN)

Ay € Ke+1Xme - B K™+17XMk fiiy | € N}

N
— H K7k+1 X (ne+me)
k=1

reprasentiert durch die Systemmatrizen Ay und By.

Die Gruppe

Glg (K) := ﬁ Gl,, (K)
k=1
operiert auf T (¥, ) durch
o:  GlpE)xTy(m, ™) — Tn (T, m)
((sl, o SN, (Ag, Bk)N> > (Skt1 - Ak - Si 7, Sk - Bi)w-
Wir bezeichnen die Operation o als ,,Ahnlichkeits-Operation®.

Die Einschrinkung von 7Ty (T, ) auf die erreichbaren Systeme sei gegeben durch
gAN(ﬁ}, ﬁ) = {(Ak, Bk)N S TN(ﬁ, ﬁ) ’ (Ak, Bk)N ist erreichbar}.
Dann kénnen wir die Systeme nach Restklassen beziiglich o einteilen. Es bezeichnet

[(Ak, Bk)N} = {U((sl, o SN)s (Ax, Bi)w) ‘ (S, ..., Sn) € Glﬁ(K)}

o

die Bahn von (A, By)y unter o und

En (T, ) = {[(Ak, Bm]

(Ax, Br)n € En(T, ﬁ)}

o
das Vertretersystem von &y (T, ™) unter o.

Zusitzlich definieren wir noch den Stabilisator eines Elements von & ~ (T, i) unter o als

Stab((Ak, Bk)N) = {(Sl, ey SN) c Glﬁ(K)

o((S1, ..., Sn), (Ak, Be)n) = (Ag, Bk)N}~

Hierbei handelt es sich um eine Untergruppe von Gl (K). AuBerdem kénnen wir den Stabilisator mit
seinem Tangentialraum assoziieren. Die Dimension der Gruppe Gl,,(K) C K®*™ der invertierbaren n x n-

Matrizen ist die Dimension des Tangentialraums K”*", also n2.

15



Es folgt, dass die Dimension von Gl (K) C K™>*™ x ... x K™ X"~ grade nf + ... + n} ist. Fiir den
Stabilisator betrachten wir die Inklusion

Stab((Ak, Bk)N) - {(Sl, RN SN) e KMXm x| x KWXN |\ ke N gﬂt

Sk+1 - A Sk_l = A und Sg41-Br = Bk}
=: A.

Die Dimension des Stabilisators ist die Dimension des affinen Raums A und somit wohldefiniert.

Bemerkung 13. (siche [2]) Die Menge der erreichbaren Systeme Ey (T, W) ist offen und liegt dicht
in Ty (T, ). Wenn ein Monodromie-System nicht erreichbar ist, so hat die zugehorige Kalman-Matrix
R; nicht vollen Rang. Mit anderen Worten: Jede n; x n;-Untermatrix von R; hat Determinante 0. Da-
durch ergeben sich polynomielle Gleichungen. Die Topologie, in der Varietéiten grade die abgeschlossenen
Mengen bilden heifit ,,Zariski-Topologie*.

In Kapitel 2 haben wir Erreichbarkeit durch die zeitinvarianten Systeme und den Rang von Kalman-
Matrizen charakterisiert. Es ist auch moglich, diese Eigenschaft mithilfe der Stabilisatorgruppe eines
N-periodischen Systems zu untersuchen. Wir bendtigen dazu folgenden Hilfssatz aus [5].

Hilfssatz 14. Sei |K| > 2 und (A, B) ein nicht erreichbares, zeitinvariantes System tiber K mit A € K"*™
und B € K"*™. Dann existiert eine invertierbare Matrix S € Gl,,(K) \ {E,,} mit

S-A-S'=A und S-B=8B.
Insbesondere gilt fiir die Kalman-Matrix R des Systems
R=(B,A-B, ..., A""B)
—(sB,5-4-871-5-B,...,5- 4" .57 5. B)
S-R.

Fiir den Fall |K| = 2 wird in [5] des Weiteren das Gegenbeispiel

A= <8 (1)> € F%XZ und B = ((1)> € FSXI

gegeben. Somit gelten fiir eine quadratische Matrix .S die Gleichungen

SB=B und S-A=A-S

(i)

fiir ein beliebiges a € Fy hat. Einerseits muss fiir die Invertierbarkeit @ # 0 gelten und die einzige
Moglichkeit bleibt S = Fs. Andererseits besitzt die Kalman-Matrix

we (o) (1 )

nicht vollen Zeilenrang und somit ist (A, B) nicht erreichbar.

genau dann, wenn S die Diagonalgestalt
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Lemma 15. Sei |K| > 2 und (Ag, By)n ein N-periodisches System. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent.

1. Das System (A, By)n ist erreichbar.
2. Die Stabilisatorgruppe Stab((Ak, By,) N) enthédlt nur das neutrale Element.
3. Der Tangentialraum von Stab((Ak, By) N) ist als affiner K-Raum nulldimensional.

Beweis. Fir den Beweis von ,,1. = 2.“ betrachten wir das erweiterte System (4., B.). Es sei (Ag, Bi)n
erreichbar und (S, ..., Sn) € Stab((Ak, Bk)N). Dann erfillt

51

Sn
die Gleichungen
Se-A.-S;'=A. und S.-B. = B..

Insbesondere gilt S, - Re = R, fiir die Kalman-Matrix des erweiterten Systems. Da (A, Bj)n erreichbar
ist, ist auch (A, Be) erreichbar und nach dem Erreichbarkeitskriterium hat R, vollen Zeilenrang. Daher
ist Se = E,, und der Stabilisator von (A, By)n ist die triviale Gruppe.

Der Beweis von ,,2. = 1.“ erfolgt mit Hilfssatz 22. Sei dazu (Ay, By)n nicht erreichbar. Dann sind
auch die Monodromie-Systeme nicht erreichbar und laut Hilfssatz existieren fiir jede Kalman-Matrix Ry
des Monodromie-Systems zur Phase k € N eine invertierbare Matrix Sy # Ej,, mit

Sk - R = Ry.
Wir werden in Kapitel 4, Satz 23, zeigen, dass dann bereits
Sg41- A Syt = Ay und Sgy1 - By = By
fiir jedes k € N gilt. Somit ist der Stabilisator von (A, By)n nicht trivial.

Fiir die Aquivalenz der zweiten und dritten Aussage betrachten wir die Gleichungen
Tk+1 . Ak = Ak -Tk und Tk+1 . Bk =0.
Die Losungsmenge L ist eine Lie-Algebra mit Lie-Klammer

* LXL — L
(@bkw <T,3>kEN) o (T} T2~ T T

wie man leicht nachrechnen kann. Bekanntlich hat die Lie-Algebra dieselbe Dimension, wie der affine
Raum, welcher durch die Losungsmenge des Gleichungssystems

Sk1 - Agp = Ag - Sy, und Spy1 - By, = By,

gegeben ist. Diese hat dieselbe Dimension wie der Stabilisator von (Ay, By)ny und entsteht aus £ durch
Translation. Wenn also Stab((Ak, By,) N) nulldimensional ist, so ist auch £ nulldimensional und somit
der Null-Raum. Damit ist auch Stab((Ak, By) N) einelementig. Umgekehrt folgt aus der Trivialitat der
Stabilisatorgruppe, dass £ der Null-Raum ist. O
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Auf der Menge der erreichbaren Systeme ist o also eine Operation unter der alle Elemente nur tri-
viale Stabilisatoren haben. Man sagt auch ,o ist eine freie Operation“. Damit haben wir neben den
Charakterisierungen fiir Erreichbarkeit aus Kapitel 2 eine weitere gefunden, die nur Kenntnisse tiber die
Stabilisatorgruppe voraussetzt. Fiir den weiteren Verlauf dieses Kapitels sei K = R oder K = C. Wir
betrachten die kanonische Projektion

7 En(T, W) = En(T, |).

Um analytische Aussagen iiber die Menge der erreichbaren Systeme machen zu kénnen, wihlen wir die
kleinste Topologie unter der 7 stetig ist.

Satz 16. Der Graph von o, gegeben durch

G(o) := {((Ak, Bi)n, o((Ax, Br)n, (S1, -+ -, SN))) ’ (A, Bp)n € En(T, ) und (S, ..., Sy) € Glﬁ(K)}

o = .}

ist eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von (Ey (T, T))

= {(m, y) € (E’f']\f(?7 ﬁ))2

2

Beweis. Sei éfv(ﬁ, nif) die Menge aller erreichbaren erweiterten Systeme, die aus den periodischen Sy-
stemen hervorgehen. Ferner sei G definiert durch

G: Gl,, x&g(W, ™) — & (T, m) x E5(T, )
(Se, (4e, Be>> = ((Ae, Be), (Se-Ae- St S Be))
Wir zeigen zunéchst, dass G injektiv ist. Sei dazu
G(s, (A, B)) - G(S‘, (A, E)).
Dann ist (4, B) = (A, B) und es gilt
(§-A-S7' 8- B)=(5-4-87', 5-B).
Hierzu ist die Gleichung
(§°1.8.A4.571.8 871.5.B)= (A, B).
éiquivaler}t. Da (A, B) erreichbar und o laut Lemma 15 eine freie Operation ist, gilt S-1.5= E,.. Also
ist S = 5 und G ist injektiv.

Das Bild von G ist der Graph von o. Wir miissen also zeigen, dass das Bild abgeschlossen in
(ff\,(ﬁ, ﬁ))2 liegt. Dazu betrachten wir konvergente Folgen von erweiterten Systemen

(AL, BY) = (Ac, Be) € € (T, ) fiir | — oo
(SW . AW (8=t s . BWY 5 (A,, B.) € £G(T, ™) fiir | — oo

mit [ € N. Es ist zu zeigen, dass dann auch die Folge (Sél))leN selbst gegen eine invertierbare Matrix S,
konvergiert. Dazu benutzen wir das Erreichbarkeitskriterium, wonach die Kalman-Matrizen

R.(gl) und R, sowie RSJ) und f%e der erweiterten Systeme
(AL, BY) und (A., B.) sowie (S - AP . (s)-1, 8. BV und (A., B.)
vollen Rang n. haben. Dann gilt

dim (Kern(Rg))) = dim (Kern(Re)) =N, - me — dim (Bild(Re)) = Ne - Me — Ne.
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Folglich existieren injektive Homomorphismen ¢, »® € Hom (K"E, K”E‘me), sodass

Kern(RY) @ Bild(¢V) = Kern(R,) @ Bild(¢) = K"e ™«

gilt und ¢ — ¢ fiir | — oo beziiglich der Operatornorm konvergiert. Die Abbildungsmatrizen M und
M® von ¢ und ¢ liegen dann in K <)*ne Des Weiteren gilt nach Konstruktion, dass Kern (RE) =

Kern (RP) und folglich die Matrix

S, ::EC~M.(RG.M)_1

wohldefiniert und invertierbar ist.
Wir benutzen nun

RY. MO 5 R,-M und RV - MY 5 R, - M fir [ — oo

sowie

A

SO . RO — R
um
Sl —sW. (Rgo . M(z)) . (Rgm .Ma))‘l
_ (ng . M(z)) . (Rgp . M(l))‘l
— S, fiir | — o0

zu erhalten. Also ist das Bild von o abgeschlossen. Aufgrund der Injektivitat und der Tatsache, dass G
eine Immersion ist (siehe [1]), folgt, dass das Bild eine Untermannigfaltigkeit ist. O

Mit diesem Satz und Hilfssatz 17 aus der Funktionalanalysis kénnen wir Ex (T, 1) als Mannigfaltig-
keit auffassen.

Hilfssatz 17. (siche [1]) Sei F eine K-Mannigfaltigkeit, G eine Gruppe und o eine freie Operation von
G auf F. Wenn der Graph von ¢ eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von F' x F' ist, dann ist
das Bild der Projektion von = € F' auf die Bahn von z unter o eine Mannigfaltigkeit mit Dimension
dim(X) — dim(G).

Dieser Satz ist eine Version des Satzes vom abgeschlossenen Graphen aus [3]. Wenn wir €y (T, ) als
Mannigfaltigkeit auffassen und die Projektion 7 betrachten, so konnen wir den Hilfssatz auf die Menge
der erreichbaren Systeme tibertragen und mit Lemma 15 und Satz 16 folgt das Korollar 18.

Korollar 18. £y (T, ™) ist eine K-Mannigfaltigkeit der Dimension

dim(é‘N(ﬁ, ﬁ)) dim(éN(ﬁ, ﬁi)) - dim(Glﬁ(K))

N-1

= D) nyer - (ny +my) =i
j=0
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4 Kalman-Einbettung

In diesem Kapitel sei K = R oder C. Gesucht ist eine geometrische Interpretation der Menge der erreich-
baren Systeme Ey (T, ).

Wir betrachten die umfassende Kalman-Matrix R; des zum N-periodischen System (A, By)y geho-
rigen Monodromie-Systems der Phase j mit

Fj = (Gj, Fj ~Gj, ey anmawil . GJ)

mit j € N. Dazu sei U; < K™Memaz der Zeilenraum von Ej. Da das System erreichbar ist, hat Ej vollen
Zeilenrang, also ist U; ein n;-dimensionaler K-Vektorraum.

Definition 19. Grassmann-Mannigfaltigkeit
Sei K ein Korper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Sei aulerdem n < dim(V'). Dann heif}t

Grass(n, V) := {U <V mit dim(U) = n}

die ,n-Grassmann-Mannigfaltigkeit von V*
Mit dieser Definition ist U; fiir j € N ein Element von Grass(n;, K™emas ),

Proposition 20. Im Folgenden bezeichnen wir mit
Xj(A) i=det(\- E,, — Fj)
die charakteristischen Polynome der F}. Fiir diese gilt
Xi(A) = A" (A),
falls n; > nj ist.
Des Weiteren sei ¢, € K"min der Koeffizientenvektor von Xpmin 1= X; mit n; = ny:, = min{n,}.

Analog sei ¢pqr € K"me= der Koeflizientenvektor von Y,nq.. Hierbei wird jeweils der erste Eintrag 1
weggelassen, da die charakteristischen Polynome normiert sind.

Beweis. Sei zunachst N = 2. Wir betrachten

ny
A" XAy Ay

= det (A 'OL” AT, szl ~A2>
= det <_I’ZI ISQ) - det (’/\\ ) {j{ll )\4]2”)
— det (i '_ {gll Af“;@) - det (_ﬁl IS)
— det (’\ i _OAQ'Al ,\./1[2712)

_\n
= A" " XAz-Aq-

Fiir nq > ng folgt xa,.4, = A™ 7% - x4,.4,. Sei nun N > 2. Dann gilt mit der Rechnung fiir den ersten
Fall

A" X

=AM XA v A

= A" X(Ajen—1- A N) (Aig N 1000 Aj)
=AY "X(Aig N1 Ag)-(Aja N1 Ay N)
="y

wobei im letzten Schritt die periodische Definition der Ay ausgenutzt wird. Damit ist alles gezeigt. [
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Definition 21. Kalman-Einbettung
Die Abbildung

K: En(T, ) — K" x [] Grass(ng, K™ "mer)
JEN

[(Ak, Bk)N:| — (Cmm, U, ..., UN)

o

wird als ,, Kalman-Einbettung“ bezeichnet.

Laut Proposition 20 ist das charakteristische Polynom einer Monodromie-Matrix F; bereits vollsténdig
durch den Koeffizientenvektor c,,;, beschrieben. Des Weiteren gilt fiir (fl, B’) N E [(Ak, By) N} mit der

Ahnlichkeitstransformation (S, ..., Sy) fiir die zugehérigen Monodromie- und Kalman-Matrizen
Sj~Fj-Sj_1:Fj und Sj'Rj:Rj.

Da éhnliche Matrizen dasselbe charakteristische Polynom sowie R; und ]%j dieselben Zeilenrdume besit-
zen, ist C wohldefiniert.

Hilfssatz 22. minimale Realisierungen
In [2] werden Realisierungen von Transfer-Matrizen H fiir zeitinvariante Input-Output-Systeme eingefiihrt
und folgende Aussagen bewiesen.

Sei 0(A) € K der Spektralradius von A. Wir haben bis jetzt Input-Systeme (A, B) mit A € K"*"
und B € K"*™ untersucht. Ein zu (A4, B) gehoriges Output-System hat die Form

ye=S xp+T -ux fuir k€Z

mit y, € K, S € KX" T € K™ und den zu (A, B) gehérigen Inputs u, € K™. Das Input-Output-
System wird iiber das Matrix-Tupel (A4, B, S, T') definiert. Dann gelten die folgenden Aussagen.

1. Die Transfer-Matrix von (A, B, S, T) ist gegeben durch
H=S-(\-E,— A" B+TcKMN>*"

fir A > o(A). Diese Darstellung wird auch ,Realisierung von H der Groe n“ genannt und mit
[A, B, S, T] bezeichnet. Hierbei ist n die Anzahl der Zeilen und Spalten von A. Man bezeichnet die
Realisierung als ,,minimal“ wenn es keine Realisierung mit einer kleineren Groflie it < n gibt.

2. Das Matrixpaar (A, S) heifit ,beobachtbar®, wenn die Matrix
S
S-A c Klm)xn
g An

vollen Spaltenrang n hat (siehe [2]).

Wenn (A4, B) erreichbar und (A, S) beobachtbar ist, dann ist [4, B, S, T] eine minimale Realisie-
rung von H. Insbesondere gilt dies fiir 7= 0 und S € Gl,,(K).

3. Sind [A, B, S, T] und [A, B, S, T] zwei minimale Realisierungen von H, so existiert eine invertier-
bare Matrix U € Gl,,(K) mit

U'YAU=A, U''B=B, Cc.U=C und T=T.
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Damit kénnen wir Elemente des Vertretersystems Ey (T, Tif) unter der Kalman-Einbettung als Tu-
pel von Vektorrdumen mit einer gewissen Struktur, die im Beweis des ndchsten Satzes erlautert wird,
identifizieren, indem wir zeigen, dass K tatséchlich eine Einbettung ist.

Satz 23. Die Kalman-Einbettung ist injektiv. Das Bild ist Zariski-abgeschlossen.

Beweis. Wir beweisen die Injektivitdt zunéchst fiir den Fall N = 1. Seien dazu zwei Systeme (A, B) und
(A, B) € & (n, m) gegeben mit IC([A7 B]U) = IC([A, E}U)
Die zugehorigen Kalman-Matrizen sind dann von der Form

R:= <B7A-B7 ...,A"‘l-B>
und

= (3,;1.3, AB)
Per Definition der Kalman-Einbettung stimmen dann die Zelenrdume von R und R iiberein. Daher
existieren quadratische Matrizen S, S € K™*™ mit

S-R=R und S-R=R.

Umgeformt ergeben diese Gleichungen

S-S R=R und S-S-R=R.

Da die Systeme erreichbar sind, haben R und }? vollen Zeilenrang und es muss S - S: =S5.8 = E, gelten.
Folglich sind S und S invertierbar mit S~ = S. Des Weiteren gilt wegen S - R = R

S-B=B und S-A"-B=A".B

firl1<i<n-—1.
Zur Anwendung des Hilfssatzes betrachten wir die Transfer-Matrix

H:=8-(\-I-A)"' B
Fir A > 0(A) konnen wir diese Realisierung als Potenzreihe um 0 entwickeln mit

H=S-\A\-1-A)7'-B

1 1
- 9. - . (I—=.A"1'.B
s )\( A )

1 1 i
_S'A.<,ZM'A>'B
i€Np
= L s.4B
— — 5 .

iGNO)\+
1 A A
iGNo)\+1

~

=E, - AN I-A)7'.B.

Es existieren also zwei Realisierungen [A, B, S, 0] und [fl, B, E,, 0] von H. Da die Systeme erreichbar
sind und S, E,, € Gl1,(K) liegen, handelt es sich laut Hilfssatz 22 um minimale Realisierungen. Dann
existiert eine invertierbare Matrix U mit S - U = E,,, also U = S~! und folglich

S-A-81=A.
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Daher sind die Systeme &hnlich. Insbesondere ist [(A7 B)}
fir N =1 injektiv. o
Sei nun N > 1. Fiir zwei erreichbare Systeme (A, Br)n, (A, Bx)n € En(TW, ) gelte

/C([(Ak, Bk)N]O_) - /c([(/xk., Bk)N]U).

= [(fl, B)} und die Kalman-Einbettung ist

ag [ea

Wir betrachten die zugehorigen Monodromie-Systeme (Fj, G;) und (Fj, G;) zur Phase j € N. Per
Definition von K stimmen die Zeilenrdume der entsprechenden Kalman-Matrizen R und R iiberein. Aus
der Injektivitdt von K fir N = 1 folgt nun, dass (F}, G;) und (Fj, G;) dhnliche Systeme sind. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit konnen kann also angenommen werden, dass sie gleich sind. Andernfalls
wahlen wir andere Vertreter der Bahnen [(Ak, Bk)N}ﬂ und [(Ak, Bk)N]U. Nach Definition der G; sind
dann auch alle Matrizen By, und By, gleich. Es bleibt also zu zeigen, dass die Matrizen Ay und A}, identisch
sind.

Dazu betrachten wir das erweiterte System (A, Be) von (A, By)n und bilden Potenzen der quadra-
tischen Matrix A.. Dann gilt

MNmax
Anise = ANTmaz — (diag(Fl, FN)) - diag(FI”"“”, Fﬁ,m”).
Wir wenden nun Proposition 20 auf die Matrizen F}; an. Dann erhalten wir

F’l”wnaz — F"’Lmam_nj . FTLJ'
J

J J
Nmin —1
n —n; T — N i
= FltmaexzTNi T min Z Ci~F-
J J J
=0
Momin —1
_ Mmaz—Mmi R nl]
— ‘F“7 max min Z c; FJ’
=0

wobei die Koeffizienten ¢; grade die Eintrége von ¢, sind. Ziehen wir die Potenz von Fj in die Summe
hinein, so erhalten wir

Nmin —1
Nmar . maz —Mmin
Fpree = ), e F
=0
Nmaz—1
— l
- cl_nmuz_nrnin . F]

I=Nmaz—"Nmin

Nmaz —1

A l
D, A,

=0

wobei die neuen Koeffizienten ¢; die Eintrage von ¢4, sind. Im letzten Schritt verwenden wir Proposition

T
20, wonach ¢;q: = <O, ..., 0, cﬁm) € K"maz oilt. Fir die Systemmatrizen des erweiterten Systems
folgern wir

Nmaz—1 Nmax —1
Apee =) él-diag(F{,...,F}V) = ) &AL (3)
=0 =0

Wir definieren die verallgemeinerten Begleitmatrizen

0 0 L
k
Emk*l Lg : Me N XMe M
Ck: = . ) c K e Mmax e Mmax
K
Emk—d+1 Lt(i—)l



fiir i € N. Hierbei seien die Matrizen Lgk) gegeben durch

L(k):: éj.Emlw wenn T:N] fiir OSJSnmam_l
" 0, sonst

Zu beachten ist hierbei, dass Lff“) im zweiten Fall keine mj X mp-Matrix ist. Das Format ist so zu

wahlen, dass die Zeilenanzahl mit der der Einheitsmatrix in der jeweiligen Zeile von Cj iibereinstimmt.

Andernfalls wire Cj, nicht wohldefiniert. Mit Gleichung (3) erhalten wir insgesamt

_ 0 Ry AnRn
R1 Cl : . Alﬁl
= A, i R = . . (4)
= 0 RNfl t.
RnCn Ry 0 -+ 0 An_1Ry_1

Da die umfassenden Kalman-Matrizen R;, aufgrund der Erreichbarkeit des periodischen Systems vollen
Zeilenrang haben, besitzt Gleichung (4) eine eindeutige Losungen (Al, o A N), was zu zeigen war. Also
ist K injektiv.

Wir kommen nun zur Abgeschlossenheit des Bildes. Dazu betrachten wir die linearen Abbildungen

d)k' : ch'nmarl: — Kme'nma:c

v = O v

mit k € N. Aus Gleichung (4) folgt, dass die K-Vektorrdume (V, ..., Viy) € [ [, o Grass(nj, K™emer)
genau dann im Bild von K liegen, wenn ¢5,(Vi) C Vi fiir alle k € N gilt, wobei V; := Vi ist. Sei
ferner P die orthogonale Projektion von K™e™maz guf V. Dann ist die Eigenschaft ,v € V,_“ fur
v € K™Memaz Fquivalent zu

<Eme‘nrn,a,m - Pk—l) V= O.
Setzen wir des Weiteren voraus, dass v € ¢ (Vj) gilt, so ergeben sich hieraus algebraische Gleichungen,

da ¢ durch die Eintréage des Koeflizientenvektors c¢,,;, vollstdndig beschrieben ist. Also ist das Bild von
K im Sinne der Zariski-Topologie abgeschlossen. O

Bemerkung 24. Wir haben im Beweis gezeigt, dass
Sk - Ry, = Ry,
fiir jedes k € N bereits
Sky1- A - S.t = Ay und Sgyi - By = By

fiir alle k£ impliziert. Somit ist auch der Beweis von Lemma 15 aus Kapitel 3 vollstandig.

Fiir den Beweis von Satz 23 haben wir nur die Gleichheit der Zeilenrdume verwendet. Daher war die
Abbildung auf den Koeffizientenvektor c¢,,;, nicht relevant. Der folgende Exkurs motiviert diese Wahl.
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Exkurs: Nullfasern

Wir betrachten den ,charakteristischen (algebraischen) Morphismus®
X: En(T, W) - Krmin

[(Ak, Bk)N} = Cmin

auf. Man kann laut [1] zeigen, dass fiir die Urbilder des Koeffizientenvektors ¢ unter x gilt
Xl(c)é{(vl, .., VN)E 1_[ Grass(nj, K™emae)mit ¢, (Vi) C Vipq fir k € N},
1<j<N

wobei die linearen Abbildungen ¢, so definiert sind, wie im Beweis von Satz 23.

Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir einige Beispiele fiir Nullfasern x~*(0) und deren geome-
trische Darstellung. Dafiir beschrédnken wir uns auf den Falln :=n; =...=nyundm:=m; =... = my
fiir Systeme mit konstant grofem Zustandsraum K" und Input-Raum K™.

Beispiel 25. Beispiele fir Nullfasern

1. Sei N =2 und n =m = 1. Dann ist ein periodisches System gegeben durch

(akv bk)Q = (((11, bl)a (a23 bQ))
Die Monodromie-Systeme bestehen dann aus den Matrizen
F=F=F=a1-a2 € K und G; :(bg, ag'bl):Rl, G2:<b1,a1'b2):R2 €K1X2.

Damit das System erreichbar ist, miissen R; und Ry vollen Rang besitzen. Des Weiteren ist (ax, bg)2
nur dann in der Nullfaser x~!(0) enthalten, wenn das charakteristische Polynom von F nur die
Koeffizienten 0 besitzt. Daher muss a; - a; = 0 gelten. Wir folgern hieraus, dass folgende Systeme
als Vertreter fiir Elemente in x~1(0) in Frage kommen:

(0., (1,0). ((@1, 1, (2. 1)), (1. 0), (0, 1))

Hierbei wéihlen wir 1 als Eintrag, falls dieser nicht 0 sein darf, und a;, falls er unter der Voraus-
setzung a; - ag = 0 beliebig ist. Diese Bedingung ist in kartesischen Koordinaten a1, as grade das
Koordinatenkreuz. Laut [1] kann man mit topologischen Mitteln zeigen, dass das Gebilde dquiva-
lent zur ,liegenden Acht“ in Bild 1 ist. Anschaulich geschieht dies durch Verkniipfung der ,losen
Enden“ der Koordinatenachsen.
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Abbildung 1: Nullfaser fiir N =2, n = m = 1: liegende Acht“, Quelle: [1]

-

Abbildung 2: Nullfaser fiir N = 3, n = m = 1: ,Dreipass“, Quelle: [1]

2. Sei N = 3, n = m = 1. Mit der selben Methode wie fiir den Fall N = 2, n = m = 1 kénnen
charakterisierende Gleichungen der Matrixeintrige aufgestellt werden. Dies fiithrt laut [1] auf drei
Gleichungen der Form .« - y = 0%, sodass das geometrische Konstrukt zum , Dreipass®* aus Bild 2
topologisch dquivalent ist.
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5 Normalform fiir erreichbare Systeme unter Ahnlichkeit

In diesem Kapitel geht es um die Klassifizierung der Elemente der in den letzten beiden Kapiteln un-
tersuchten Menge En (T, ). Der Ansatz ist die Unterteilung nach einer Normalform fiir erreichbare
periodische System. Dazu sei K ein beliebiger Korper.

Ein System sei gegeben durch

Tpy1 = Ag - Tp + by - up
mit k& € Z. Hierbei betrachten wir den vereinfachten Fall von Kapitel 2 mit
XL € Kn7 b € Kn, A € K"X”unduk e K.

Dieser Fall wird auch als ,single-input-case® bezeichnet (siehe [2]). Somit ist das System vollstédndig
beschrieben durch

(A, b)) == ((Al, b1), ..., (A, bN)).

Wir untersuchen zunéchst die Kalman-Matrix des zugehorigen zeitinvarianten Monodromie-Systems (Fj, Gj)
zur Phase j € N, welche jetzt gegeben ist durch
R; = (Gj, Ey - Gj, ceey an_l . G]) S K> (N,

An dieser Stelle ist anzumerken, dass aufgrund der Vereinfachung n; = ... = ny = nye. = n fir die
umfassende Kalman-Matrix des Monodromie-Systems R; = R; gilt.

Definition 26. Kronecker-Index
Sei (Ag, bi)n erreichbar und R eine Kalman-Matrix des zugehorigen Monodromie-Systems (F, G) zu
einer festen Phase mit

R:(G,F-G,...,F”*-G).

Laut Erreichbarkeitskriterium hat R vollen Zeilenrang n und die Spalten, gegeben durch die n- N Vektoren
F'-(@); mit i € n und j € N, bilden ein Erzeugendensystem des K". Hierbei bezeichne (G); die j-te
Spalte von G. Wir identifizieren die Spalten von R mit den Tupeln (i, j).

Sei nun ,, <., die strikte lexikographische Ordnung auf N2. Fiir i < k € Ny sei (i, ) <jex (k, 1) fiir
alle 7, I € Ng.

Damit ist eine Reihenfolge der Spalten festgelegt. Ist die zu (k, ) gehorige Spalte linear abhingig zu
den vorherigen Spalten (7, j) <jex (k, 1), so wird sie aus der Liste der Spalten entfernt.

Auf diese Weise erhélt man nach Umsortierung eine Basis

B = ((0)1, L FRTL(G)y, L (G e, FENTL (G)N)

des Spaltenraums fiir geeignete x; € Ny .
Hierbei ist zu beachten, dass die Reihenfolge der Elemente von [ nicht mit der Ordnung <;¢, iiberein-
stimmt.

Das N-Tupel & := (K1, ..., ky) wird als ,Kronecker-Tupel“ von (F, G) bezeichnet. Die Eintrage
nennt man , Kronecker-Indizes®.

Bemerkung 27. Konstruktion und Darstellung

1. Das Verfahren zur Elimination von Spalten nach dem obigen Vorgehen wird als ,,Rosenbrock Ver-
fahren“ bezeichnet.
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2. Dass keine ,Liicken* zwischen (G); und F*i~! . (@); fiir j € N liegen kénnen, folgt aus folgender
kurzen Uberlegung.

Man betrachte (G);, F - (G);, F?-(G)j, ... . Dann existiert ein maximales m € N, sodass die Vek-
toren

(@), F- (@), F? - (@)}, ..., F™~1 . (GQ); linear unabhingig sind, und fiir & > m sind
(@), F- (@), F2- (Q)j, ..., F™" 1. (@);, F¥ - (G); linear abhingig.

Aufgrund der Wahl der Reihenfolge kénnen somit keine ,Liicken“ entstehen.

3. Da wir von einem erreichbaren System ausgegangen sind, hat die Kalman-Matrix R vollen Rang.
Nach Konstruktion der Basis gilt daher

N
n =rang(R) = |f] = Z Kj.
j=1

4. In der Literatur werden Kronecker-Indizes haufig graphisch durch , Young Diagramme* dargestellt.
Mit der Notation wie oben ist ein Young Diagramm Y zu einem Kronecker-Tupel « definiert iiber
die Menge

Y(k):={(j,7i) € N x n. mit 0<i<k;—1}
Mit der bijektiven Vorschrift x : (4, i) — j +14 - N lésst sich Y als Diagramm darstellen.
5. Die Menge Y (k) C N x n beziehungsweise die dazu mit x bijektive Menge

JK)={j+i-Nmit(j,7) € Y(k)} C (n-N)

bestimmt die Basisvektoren /3, wohingegen die linear abhéingigen Spaltenvektoren von R gegeben
sind durch das Komplement

D(k) :=(n-N)\ J(k).

Beispiel 28. Wir betrachten als Beispiel N = 4, n = 7 und das Kronecker-Tupel « := (1,3,1,2). Die
Basis des Spaltenraums der zugehorigen Kalman-Matrix ist dann gegeben durch

8= (@1, (G, F-(G)ay F2- (@), (G)s, (G)a, F- ()
und lasst sich beschreiben durch

Y(r) ={(1,0), (2,0), (2,1), (2,2), (3,0), (4,0), (4, 1)}

beziehungsweise
J(k)=1{1,2,3,4,6,8,10}
mit
1 2 3 4
6 8
10

als resultierendem Young-Diagramm. Entsprechend werden die linear abhéngigen Vektoren beschrieben
durch

D(k) = {5,7,9,11,...,28}
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Wir hatten die Kronecker-Indizes fiir eine Kalman-Matrix zu einer festen Phase des Monodromie-
Systems definiert. Dies verallgemeinern wir nun auf alle Phasen.

Definition 29. Kronecker-Matriz
Es sei wieder das Monodromie-System (Fy, G}) gegeben und ) := (ngk), cee /@'S\I,C)) das Kronecker-Tupel
zur Kalman-Matrix bei Phase i € N. Wir definieren

Vi i= Y (6M), Jy = J(s), Dy == D(s®)

sowie die , Kronecker-Matrix“
K= <(/$(1))T’... ‘(AN))T) e NN,

als die Matrix mit den transponierten Kronecker-Tupeln als Spaltenvektoren.

Wir haben in Kapitel 2 eine niitzliche Strukturformel fiir die Kalman-Matrix aufgestellt und beim
Beweis der Kalman-Zerlegung angewendet. Diese erméglicht eine rekursive Darstellung der Spalten und
kann auf die Position der linear abhéngigen Spalten iibertragen werden.

Lemma 30. Sei k € N und D} := (D, +1)N (n- N). Dann gilt
1. Dy C Dy und

0, wenn s =(0,...,0,n) =n-ex

1, sonst

2 1D\ Dl = {

Beweis. Fiir die Kardinalitit gilt |Dg| = n- N —n, weil es genau n- N Spaltenvektoren und darunter laut
dem Erreichbarkeitskriterium n linear unabhéngige Vektoren gibt. Aulerdem ist wegen Dy, C (n - N) die
Kardinalitat von D} mindestens n-N —mn — 1.

Zum Beweis der beiden Beziehungen verwenden wir die Strukturformel aus Lemma 9, welche im
vereinfachten Fall besagt, dass

(bks Ak - Ri) = (Rig1, Filyy - bi)
ist. Demnach gilt fiir 1 <l <n-N —1:
(Ag - Ri)i = (Ri41)141

Fiir den Nachweis der Inklusion sei nun [ € Djy. Dann ist [ € Dy +1, also existiert ein l€Dymitl=10+1.

Der Spaltenvektor (Ry); ist demnach linear abhéngig zu seinen Vorgéngern (Ry); mit j < [ =1—1.Dann
ist (A - Ri); = (Rg+1): linear abhéngig zu den Vektoren (A - Ry);j = (Rk+1)j+1- Also ist I € D41 und
es folgt die Inklusion.

Nun sei k¥) = n - en. Per Definition der Kronecker-Indizes ist eine Basis des Spaltenraums von Ry
gegeben durch

B = ((Gk)N, o P (Gk)N)
und folglich
Dp={1,...,N=1|...|[(n=1)-N+1,...,n-N—1}.
Durch eine Verschiebung nach rechts erhalten wir

Di={2,...,N,....,(n—=1)-N+2,...,n-N},
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also ist |Dj| = n- N — N und wegen |Dyy1| = n- N — N sowie der bereits gezeigten Inklusion folgt
Gleichheit.

Fiir den Fall Dy = D} = (Di+1)N(n - N) folgt aufgrund der Kardinalitdt Dy+1 = (Dp+1)N(n - N).
Also ist n - N ¢ Dj,. Insbesondere ist der Vektor F;'~' - (G},)n nicht linear abhingig von allen anderen
Spaltenvektoren von Ry und fir den entsprechenden Kronecker-Index gilt mg\];) = n. Das Kronecker-Tupel
x®) ist somit gegeben durch n - ey.

Es bleibt zu zeigen, dass Dy41\ Dj, hochstens einelementig ist. Dies folgt jedoch aus der Voriiberlegung
und der Inklusion mit

n-N—-—n—1<|Df| <|Dgt1]|=n N —n.

Somit folgt die zweite Aussage. O

Definition 31. Pivot
Sei j € N und Dj1\ D} = {i}}. Dann bezeichnen wir das Element i} € (n - N) als ,,j-te Pivot-Position“.
Wir nennen

ij :==1i; (mod N) € N
den ,,j-ten Pivot-Index®. Falls D;y, = D7 ist, so setzen wir i; = 1. Dann ist die Matrix
P = (6i1| R |€7;N) S N(])VXN

wohldefiniert und heiflt ,,Pivot-Matrix“.

Bemerkung 32. Invarianten unter Ahnlichkeit

e Das Kronecker-Tupel eines erreichbaren periodischen Systems ist invariant unter Ahnlichkeitstrans-
formationen des Zustandsraums. Insbesondere gilt dies auch fiir die Kronecker-Matrix und die
Pivot-Matrix. Dies resultiert aus der folgenden Rechnung.

Seien Si, ..., Sy € Gl,(K) invertierbare Matrizen und (121;€7 l;k)N = (Sk41 - Ak - S,;l, Sk+1 i) N,
wobei wieder Sy := Sy und Sy41 := 57 gelte. Dann gilt fiir das entsprechende Monodromie-System
zur Phase k per Einsetzen in die Definition

(Fy, Ge)n = (Skn - Fi - Sty Sk - Gr)v = (Sk - Fie - i, Sk - Gr)w
und somit fir die Kalman-Matrix des Monodromie-Systems
]A%k = (Sk~Gk, Cee S/C~Fkn_l-Gk) =5Si - Ry.

Da Linksmultiplikation mit invertierbaren Matrizen zu Zeilentransformation fiihrt und somit die
Position der linear unabhéngigen Spalten nicht dndert, besitzen die beiden Systeme identische
Kronecker-Matrizen.

e Die Pivot-Position existiert fiir den Fall D;y # D} nach Lemma 30 und ist eindeutig. Da D7 per
Definition nicht 1 enthalten kann, ist die Konvention i; = 1 im Falle der Gleichheit geeignet und
kann fiir das néchste Lemma genutzt werden.
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Lemma 33. Rekursive Darstellung der Kronecker-Tupel
Sei L := (ez] ---|en]e1). Fir j € N gilt dann
K(j-‘rl) =1 . ,‘ﬂ(j) +e; — eij
wobei (VD = k(1)

Beweis. FirdenFall Dj = D;‘ folgt laut Konvention eq —ei, = e;—ej = 0. Es bleibt also die Beziehung

kU = L. k) zu zeigen. Wir verwenden Lemma 30 sowie die Tatsache, dass sich Dj; und Djy bis auf
die Pivot-Position nur um eine Verschiebung um 1 unterscheiden. Dann gilt fiir I € N

kD = kD 80— 0

und es ist alles gezeigt. O

Beispiel 34. Sei N = 3 und n = 6. Wir betrachten die Positionen der linear abhingigen und unabhingi-
gen Spaltenvektoren von R; € K6*!8 fiir ein j € {1, 2, 3}, welche in der folgenden Tabelle gegeben sind.

linear unabhingig : 1 2 3 4 5 7
linear abhéngig : 6 8 ... 18

Per Definition sind dann die Menge der linear abhéngigen Vektoren und das Kronecker-Tupel gegeben
durch

D;=1{6,8,...,18} und k; = (3,2, )7,
Aus Lemma 30 folgt
Dy ={7,9,..., 18 U{ij} und J;j11 ={1,2,3,4,5,6,8}\{ij}.
Daher kommen nur drei Falle fiir die Pivot-Position in Frage.

o it=4 =k =(1,327undi;=1

Dann gilt
1 1
KUTD = |3 ) = |3 ]| +e1—e1 =L kY + e —e,
2 2
e it=6 =rUT) =23 17" undi;=0
Dann gilt (mit ey := e3):

2 1
KRUTD = |3 ) = |3 ]| +e1—es=L -9 +e —e,
1 2

o it=8 = x0T =(2,2 27 undi; =2

Dann gilt
2 1
kGt = 2] = (3 +61—62:L~n(ﬂ')+el—e¢j
2 2
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Aus dieser rekursiven Darstellung erhalten wir das Korollar 35 tiber die Pivot-Indizes.

Korollar 35. Die N Werte i, + N — k € N sind fiir £ € N paarweise verschieden.

N+1) o

Beweis. Wir wenden Lemma 33 auf n:

ROVFD Z L) ey e,

=L kWY e+ Loe;—(esy +L-€ipy )

N—-1 N—-1
:LN~/§;(1)—|— ZLk'el— ZLk'eika
k=0 k=0

Es gilt kY = k(). Durch Betrachtung der Potenzen der Matrix L

0 0 0 1 0 0 10 10 0 0
10 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0
o1 0 0|, r2_|10 0 0f . gv_foo 0 0
0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 1

wird klar, dass LY = Ey und LF - ¢ = ey, fiir k € N, | € N gilt. Insgesamt folgt

RO = kW4 N LF e = N LE ey,

keN kEN
also ist
e:=(1,...,1)" = Z LF.e = Z LF e, = Z Cin otk = Z Cir Nk
keN keN keN keN
Hier wird die Konvention ey := ey und eny1 := e; verwendet. Somit kommt unter den N Vektoren

€ix+N— ,Qeder Standardbasisvektor des K™ genau einmal vor und die natiirlichen Zahlen i + N — k sind

fiir k € N paarweise verschieden.
O

Bemerkung 36. Hieraus folgt nicht, dass die Pivot-Indizes paarweise verschieden sein miissen. Be-
trachten wir beispielsweise N = 2 und i3 — 1 mod 2 = 1, so folgt i3 = 2 und laut Korollar 35 muss
1o — 2 mod 2 = 2 sein, also ist i, = is.

Der folgende Satz ist eine Aussage iiber die Existenz einer Normalform fiir erreichbare, periodische
Systeme. Wie wir in Bemerkung 6. anhand eines Gegenbeispiels gesehen haben, ist die Existenz eines
solchen Systems fiir beliebig grofie Matrizen Ay, By, und beliebige Periodendauer N keineswegs gesichert.
Die Einschriankung auf quadratische Matrizen A und Spaltenvektoren by, ist ein hinreichendes Kriterium
fiir die folgenden Resultate. Fiir die Wahl

A, = (62, ceny En, 61) und by = e

hat ndmlich die Kalman-Matrix des Systems (A, bx)n fiir jede Phase k € Z die Gestalt

R™ = (E )

und somit vollen Zeilenrang. Damit ist die Menge der erreichbaren Systeme nicht leer.
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Satz 37. Normalform fiir erreichbare Systeme

Sei (Ag, br)n erreichbar mit Kronecker-Tupeln n(1)7 ey £®) und Pivot-Indizes i1, ..., iy der zugeho-
rigen Monodromie-Systeme. Dann existieren
e invertierbare Matrizen S1, ..., Sy € Gl,(K),
e  Struktur-Indizes“ vq, ..., vy € Nund
e Koeffizienten az(-k) €Kmiti € Nund k € N,
sodass
0 0 af®
1 0 al®
Ay =S - Ax- Syt = k 0 € K"
k: k+1 k9L 0 1 al(/k)_1
0 E._.,
und

0, wenn b, =0

l;k :Sk+1~bk{ e K"

ey, sonst

ein zu (Ayg, bi)n dhnliches, erreichbares, N-periodisches System (flk, l;k) ~ bilden.

Beweis. Wir zeigen die Aussage zunéchst fir den Fall N = 1 (siehe [2]). Dann gibt es nur ein Monodromie-
System mit Kalman-Matrix

R:=(b|A-b|...|A""" - b) e K™,

welche vollen Rang hat, und somit invertierbar ist. Auflerdem sei das charakteristische Polynom von A
gegeben durch

n—1
Xa(h) = A" = > - A
=0

Dann besitzt A™ nach Cayley-Hamilton die Darstellung
n—1
A" = Z a - Al
1=0

fiir geeignete Koeffizienten a; € K und es gilt

0 0 Qo

0 a N

A-R=(A-b|---|A"-b) = (b|A-b|...|A""' - b) - . | =Rr-A
0 1 an'_l

sowie
b= (b|A-b] ...|A""*-b)- ey =R-b.

Mit S; = R~! und Strukturindex v; = n folgt die Behauptung fiir N = 1.
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Kommen wir nun zum allgemeinen Fall N > 1. Sei k£ € N fest. Wir wenden den Satz von Cayley-
Hamilton auf die quadratische Mondromie-Matrix F) an und erhalten

Fr+a, Fr ol +a® e =a R 4 dP R B,

Vi vp—1

mit geeigneten Koeffizienten al(-k) € K. Zur Kalman-Matrix Ry des Monodromie-Systems (F}, G}) defi-
nieren wir, wie bei der Konstruktion der Kronecker-Indizes, eine Basis des Spaltenraums [y := (/U/l(k)>l€ﬁ
aus den Spaltenvektoren und fassen diese als Matrix

Sl e (ugm(... ’ugp)
) _q

— ((Gk)l"" ‘F]:(lk)—l . (Gk)l"" ‘ (Gk)N‘ ‘F;N '(Gk)N>

auf. Dann gilt wegen (Gy)1 = by direkt
b = Sk_1 -e1 genau dann, wenn Sy - by =e; = Bk

gilt. Wahlen wir nun v, so, dass

K(k+1)71
) = F5 G,
der Position des Basisvektors beziiglich des Pivot-Index i und Kronecker-Index HELH_U
ten wir mit Lemma 33

entspricht, erhal-

l(ﬂ_l), fir I <y

A = 3 B W g 1=

ul(k+1), fir I > v

und in Matrixdarstellung
0 0 al?
1 0 agk)
A St =S (é) 0 =571 A,
k k+1 0 1 ayk_l k1
0 E’Vl*l/k

ngitA bilden die Matrizen Sy, eine Transformation des Zustandsraums von (Ayg, bx)n in die Normalform
(Ak, Bk)Nc O
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Bemerkung 38.

Der Beweis ist konstruktiv, dhnlich wie der Beweis zur Kalman-Zerlegung. Fiir gegebene Kalman-
Matrizen der Monodromie-Systeme lassen dich die geeigneten Basisvektoren mit dem Rosenbrock-
Verfahren aus Definition 26 herleiten. schreibt man die Basisvektoren als Matrix, so ergibt sich
grade die N-periodische Transformation des Zustandsraums

Da die Monodromie-Matrizen von zwei Systemen, die durch Transformationen ineinander iiber-
fiihrt werden konnen, tatséchlich dhnlich sind und sich die Normalform aus den Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms besteht, ist die erreichbare Normalform eine Invariante unter Ahnlich-
keitstransformationen.

In der vorliegenden Darstellung ist die erreichbare Normalform eine Verallgemeinerung der ,,con-
trollability form*“, welche in [2] eingefiihrt wird. Der Beweis ist der obige Fall N = 1.

()
K3
dass A, und A, denselben Rang haben, nimlich n — 1 fiir a
Parameter entspricht grade der Summe der Strukturindizes.

in der Matrix A, hingen von Ay ab. Insbesondere folgt aus der Normalform,
(k)
0

Die Parameter a

= 0 und sonst n. Die Anzahl dieser

Wegen Siy1 - Ak = Ay, - S), haben Bild und Kern von Aj, und Ay jeweils die gleiche Dimension.
Daher ist

dim(Bild(Ag)) > n—1 und dim(Kern(4;)) < 1.
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6 Ausblick und Fazit

Die Erreichbare Normalform ist ein geeigneter Vertreter fiir ein Element aus £y (W, Tit). Weil wir Systeme
mit eindimensionalen Inputs betrachten gilt hier

W=(n,...,n) und o =(1,...,1).

Daher bezeichnen wir das Vertretersystem ab sofort mit £y (n). Die Elemente sind grade die Bahnen der
erreichbaren, periodischen Systeme unter der Gruppenoperation o. Wir definieren fiir v := (vq, ..., vn)
die ,,Zelle*

Va € |:(Ak, bk)N:| gﬂt :

o g

Z(l/) = {l:(Ak, bk)N:| S 5]\7(”)
x bestitzt die Struktur-Indizes v, ..., I/N}.

Ahnliche Systeme besitzen offenbar dieselbe Normalform. Daher besitzen sie auch dieselben Struktur-
Indizes. Daraus folgt jedoch nicht, dass nicht-ahnliche Systeme verschiedene Struktur-Indizes haben. Es
ist durchaus moglich, dass sich die Normalformen in den Koeffizienten agk) € K aus Satz 37 aber nicht in
der Grofle der Blocke unterscheiden. Daher ist diese Einteilung der Elemente von Ex(n) grober, als nach
Bahnen zu unterscheiden. Andererseits bietet sie die Vorteile einer endlichen, disjunkten Zerlegung, weil
die Strukturindizes durch n beschréankte, natiirliche Zahlen sind.

Definition 39. Sei F' ein topologischer Raum und I eine endliche Indexmenge. Ferner gebe es Z; €
B(F), i € I, mit

F=J2 wd 2Nz =0, falls i # .

i€l
Diese disjunkte, endliche Zerlegung von F' heifit ,Cellular-patch-complex“, falls
j<i = ZiNZ;=10

fiir alle 4, j € I gilt, wobei Z; den topologischen Abschluss von Z; in F und ,<“ eine Totalordnung auf
I bezeichnet. Die ,,Cellular-patches“ Z; bezeichnen wir als ,,Zellen*.

Die Zerlegung von Ex(n) in Zellen Z(v) ist ein Cellular-patch-complex. Die Dimension einer Zelle ist
gegeben durch

0, wenn Z(vy, ..., vn) =0

dim(Z(v)) = {

v +...+vnN, sonst

Die Beweisidee besteht darin, eine Reihenfolge der Strukturindizes festzulegen, die auf den Kronecker-
Indizes beruht.

Sei Z(v) # 0. Die Anzahl der Koeffizienten, welche in der Normalform auftreten, ist v, pro Matrix
Ap. Insgesamt gibt es pro System daher v; + ... + vy freie Parameter, also ist dies auch die Dimension.
Seien nun v, u € NV mit Z, NZ, # 0. Aus der Konstruktion der Strukturindizes folgt, dass alle Elemente
der Bahnen in Z, dieselben Kronecker-Indizes besitzen. Wir definieren «,, k, € NV als Kronecker-
Tupel der jeweiligen Zellen. Laut [1] kann man beweisen, dass aus Z, N Z, # 0 bereits folgt, dass
m;, j(ky) < my, j(k,) fiir alle (i, j) € n x N gilt. Hierbei ist

mi,j(m) = ’{(kv l) Slez (Z7 .7) mit k € H’l}|
Damit ist eine geeignete Ordnung der Kronecker-Indizes und somit fiir die Strukturindizes gegeben.
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Die Idee eines Cellular-patch-complexes besteht darin, Betti-Zahlen fiir Ex(n) mit Zellen Z(v) zu
generieren. Betti Zahlen sind als Dimensionen von Homologiegruppen topologische Invarianten. Fiir K =
C sind die Betti-Zahlen von Ex(n) laut [1] gegeben durch

bg(n, N) := '{(Z) # Z(v) C En(n) ’ ve Ny mit v +...+vy = d}’
Dann gilt
Ha(Ex(n), Z) =240 M)
fiir die Homologie-Gruppe von Ex(n) iiber Z. Des Weiteren ist fir n = 1

0, wenn d ungerade ist

1, N) = A
ba(1, N) (J;f)’ wenn d =2 - d ist

Hierbei bezeichnet

den Binomialkoeffizienten. Ist N ungerade, so gilt im Allgemeinen nicht die Symmetriebedingung
ba(1, N) =by—_a(l, N).

Dies ist aber eine Voraussetzung fiir die Einbettung von Ex(1) in eine glatte kompakte Mannigfaltigkeit.
Figur 2 aus Kapitel 4 ist ein Beispiel fiir nicht-symmetrische Betti-Zahlen.

Fazit

Die Definition des Erreichbarkeitsbegriffs fiir periodische Systeme der allgemeinen Form aus Kapitel 2
erfordert eine geeignete Wahl von assoziierten, zeitinvarianten Systemen und Transformationen des Zu-
standsraums. Dadurch gelingt es Charakterisierungen der Erreichbarkeit zu finden, zum Einen mit eben
diesen zeitinvarianten Systemen, zum Anderen mit der Dimension der Stabilisatorgruppe. In den Bewei-
sen haben wir jedoch immer das Monodromie-System oder das erweiterte System verwendet. Sowohl die
Kalman-Zerlegung als auch die Normalform fiir erreichbare Systeme gehen auf die Kalman-Matrizen der
zeitinvarianten Systeme zuriick. Mit Mitteln der Topologie und Funktionalanalysis konnten auflerdem
geometrische Eigenschaften nachgewiesen und Vertreter von periodischen Systemen als Elemente analy-
tischer Objekte aufgefasst werden. Damit haben wir grundlegende Eigenschaften aus der Kontrolltheorie
auf den allgemeineren Fall N > 1 iibertragen. Um die Arbeit von Helmke und Verriest aus Quelle [1]
fortzusetzen, konnen die Begriffe Feedback-Kontrolle und Beobachtbarkeit, die in Quelle [2]eingefiihrt
werden, auf N-periodische Systeme erweitert werden.
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